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Resumen

En este articulo se analiza la contribucién energética que tienen los mo-
dos incompatibles de los elementos formulados con deformaciones supuestas,
en la captura de bandas de localizacién de deformaciones. Mediante un pro-
grama de matematica simbdlica se determina la relacién entre la orientacion
de las bandas y las propiedades elastopldsticas de un material J2, para un es-
tado tensional del corte puro. A continuacién se evalian de manera exacta,
para un elemento, los autovalores y autovectores de la matriz de rigidez tan-
gente para varias orientaciones de la banda. Se analiza la energfa interna de
campos de desplazamientos coincidentes con dichos autovectores, haciendo
énfasis en la contribucién de los modos incompatibles, y finalmente se apli-
can los resultados obtenidos a un problema de localizacién resuelto mediante
elementos finitos.

1 ELEMENTOS CON DEFORMACIONES SUPUESTAS

Predmbulo .- Recientemente, Simé y colaboradores ([7], [8]) han propuesto la
formulacién de elementos con deformaciones supuestas mejoradas (“Enhanced As-
sumed Strain”) que enmarca de forma natural el planteamiento de modos incom-
patibles de Wilson y Taylor dentro del principio variacional de Hu-Washizu. Una
ventaja clave es su incorporacién natural a problemas distintos de la elasticidad
lineal como la plasticidad, en donde la resolucion iterativa del problema no lineal
estd gobernada por incrementos de desplazamientos y por tanto de deformaciones.

Los elementos con deformaciones supuestas poseen ademés un gran potencial
para representar la localizacién de deformaciones, como ha sido comprobado en [9],
[10], obteniendo resultados comparables a elementos especificamente desarrollados
para localizacion.

Formulacién .- FEl planteamiento de la formulacién mixta se basa en el fun-
cional de Hu Washizu, admitiendo que existe para cada punto @ € Q) C R® una
funcién W(e) que define la densidad de energia interna por unidad de volumen,
dependiente del tensor de deformaciones lineal e. Las incégnitas del problema
corresponden al campo de desplazamientos u, al campo de deformaciones infinite-
simales € y al campo de tensiones o en {l.



La idea clave es una reparametrizacién del campo de deformaciones de la forma:
e =Viu +¢; be = V°(bu) + bé. (1)

Donde V*u (parte simétrica del gradiente de desplazamientos) es la componente
“compatible” del campo de deformaciones, y € es la componente “mejorada” (in-
compatible) del mismo. Esta denominacién responde a que, aunque para la solu-
cién exacta el campo € sea nulo, para la solucion aproximada en una malla discreta,
este campo permite mejorar dicha aproximacion. No es preciso imponer ningin
requerimiento de continuidad a priori al campo € entre los distintos elementos.

La aproximacién se realiza mediante las funciones de forma N(§), referidas a
coordenadas isoparamétricas &:

u" =N.(&)-d., Vu'=B. (¢ d, (2)

& e

donde d. son los desplazamientos nodales y B.(§) = V*N.(€) es el operador de
interpolacién de deformaciones del elemento. :

Para € se emplea una aproximacion similar a la definida para el campo de
deformaciones compatible. Sea &"(€) € &% i €:

£2(8) = Ge(§) - e, (3)

donde G.(&) es el operador de interpolacién de deformaciones “mejoradas” del
elemento, y a son grados de libertad internos del elemento que definen este campo.

Sustituyendo las aproximaciones (2), (3) en las ecuaciones variacionales y ope-
rando en la manera estandar resultan las ecuaciones algebraicas:

Anill [fz'f/zt(de7 ae) o fea;t] — O7
‘ (4)
h. =0,

nel
donde Ae:1 es el operador de ensamblaje de elementos de la malla, y

ot | poNI(e)-bav + | NI(€)-tds,
Qe

Joq.

fi(d,, o) & / B! - 0:W(B. d. + G, a.)dV,
Qe

ho(d.,c.) & / GT.9:W(B. -d. + G. - ) dV.
Ja.

Las ecuaciones (4) constituyen en general un sistema no lineal en funcion de las
incégnitas (d., ), cuya resolucién se puede efectuar mediante un procedimiento
iterativo tipo Newton.

Las condiciones de convergencia y estabilidad del método se estudian en [7]

2 CONTRIBUCION ENERGETICA DE LOS MODOS MEJORADOS
EN PROBLEMAS DE LOCALIZACION

Criterio de localizacién .- Para establecer bajo qué condiciones se produce
una superficie S de discontinuidad de deformaciones, con normal n en cada punto,
admitiremos las hipdtesis correspondientes a las denominadas discontinuidades
“débiles” (es decir, en deformaciones):



— El campo de velocidades, %, permanece continuo, incluso una vez iniciada la
localizaciéon de deformaciones.

— Se admite que € = V*®u sea discontinuo a través de la superficie de localiza-
cion.
— Al inicio de la localizacién, el material se encuentra en la misma rama de

carga a ambos lados de la discontinuidad.

. § y def ;
Se denomina tensor acistico del material a Q(n) = n - C - n, dependiendo de

los médulos tangentes C del material en cada punto, y de la orientacion n. La
ecuacion de localizacion es:

Q(n) g =0. (5)
siendo g el vector de polarizacién. Para que esta ecuacion homogénea tenga solu-
cién distinta de la trivial, el tensor acistico debe ser singular:

det]Q(n)] = 0. (6)

El autovector asociado al autovalor nulo de @Q(n) sera la direccién de polariza-
cién, g. Se observa pues que el criterio matematico que establece la localizacion de
deformaciones se sustenta en las caracteristicas constitutivas del comportamiento
del material. La singularidad del tensor acistico implica una pérdida del caracter
eliptico de las ecuaciones de equilibrio del sélido.

En el caso de un material con plasticidad de Von Mises y endurecimiento iso-
trépico H, la expresién analitica de las componentes tensor acustico para un estado
tensional de corte puro en deformacion plana es:

Qu = T P -

1T 501 S\ T 2 T E+2H( 1)
1 B(W(E—H)—(E+H))
2

(1+v)2v—1)(E+2H +2Hv)
Qa1 = Q12

O _ E 1 29 1 E
2 = s\ T T EeEE )

siendo 0 el &ngulo que forma

el vector m con la direccion 1 = '
del elemento, es decir n =
(cos 8,sen ). Imponiendo la con- E
dicion (6) se obtiene la rela- B 05| =
cién entre el médulo de endure- E,
cimiento isotrépico y el angulo de
la normal a la banda de localiza- 0.0 I
cién: 0 r -
6
E cos*(20) - _ )
& = _m (7) Figura 1: Relacién entre el médulo
de endurecimiento y la direccién de
Esta relacién se representa en la la banda de localizacion

figura 1.
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Figura 2: Modos de deformacion.

Analisis espectral de la matriz de rigidez tangente .- A partir de la ex-
presién analitica [6] del médulo elastoplastico tangente:

» 1 pPsism
C'z'r' S C’?, oy J
gkl 15kl 0 n H J2

se ha evaluado de manera exacta la matriz de rigidez tangente de un elemento
mediante el programa de matematica simbélica MAPLE V.3 [4, 5].

A continuacién se obtienen los autovectores y autovalores de manera exacta
con el programa MAPLE, para diversos valores del angulo que forman el vector
normal a la banda n y el vector de polarizacion g, con elementos de cuatro nodos
cuadrados biunitarios

Se han considerado dos estados de corte puro rotados 45°, definidos respecti-
vamente por los tensores de tensiones:

-1 0 0 010
g1 = 0 1 0 g9 = 1 0 0
0 0 0 000

Steinmmann y Willam [9, 10] han realizado andlisis espectrales de este Lipo
con el fin de evaluar las prestaciones de varios elementos para capturar bandas de
localizacion.

Como propiedades del material se han adoptado £ = 1.0, v = 0.3 y el valor del
endurecimiento calculado para anular el tensor acistico. Los resultados obtenidos
son los mismos para los elementos Q1/E4, Q1/E5 y Q1/E7 [1, 7] dado que la
geometria de los mismos es la de un paralelogramo. Los modos de deformacion
de la matriz de rigidez se muestran en la figura 2 resultando independientes del
modulo de endurecimiento.

Los autovalores obtenidos para cada modo de deformacién y cada configuracion
se récogen en la tabla (1). Asimismo se incluyen en dicha tabla los autovalores de
los elementos isoparamétricos de cuatro nodos con formulacién en desplazamientos.

Como conclusiones importantes de estos resultados son de destacar:

1. Unicamente se obtienen autovalores nulos para modos distintos de los de
sélido rigido (SR1, SR2, ROT) en el caso en que H = 0 y para el tensor de



H=—E/A1-1%) §=0 (2,g)=0°
MODO | SR1 | SR2 [ ROT | DIL STR | SHR | BGI BG2
N 0 | 0 0 | 25/13| —25/13 |10/13| —oo —
P 0 | 0 0 | 25/13 0 10/13 | 50/273 | 50/273
Mu) | 0 | 0 0 |25/13 | —25/13 |10/13 | 5/39 5/39
Ma(u) | 0 | 0 0 | 25/13 0 10/13 | 35/78 35/78
H=—3E/16(1 —v%) 0=15 (m,g)=63.67°
MODO | SRI | SR2 [ROT | DIL STR | SHR | BGI BG2
¥ 0 | 0 0 | 25/13 | —150/169 | 10/13 | —100/91 | —100/91
2o 0 | 0 0 |25/13 | —50/299 | 10/13 | 50/273 | 50/273
Mu) | 0 | 0 0 | 25/13 | —150/169 | 10/13 | 305/1014 | 305/1014
M) | 0 | 0 0 | 25/13 | —50/299 | 10/13 | 755/1794 | 755/1794
O=—L/16(1—1%) 0=230° (m,g)=80.64°
MODO | SRI | SR2 [ ROT | DIL STR | SHR | BGI BG?2
¥ 0 | 0 0 | 25/13 | —50/299 | 10/13 | —100/819 | —100/819
. 0 | 0 0 | 25/13 | —150/169 | 10/13 | 50/273 | 50/273
Mu) | 0 | 0 0 | 25/13 | —50/299 | 10/13 | 755/1794 | 755/1794
M(u) | 0 | 0 0 | 25/13 | —150/169 | 10/13 | 305/1014 | 305/1014
H = 0=15 (m.g) =90°
MODO | SRI | SR2 | ROT | DIL STR | SHR | BGI BG2
i 0 | 0 0 |25/13 0 10/13 0 0
Ra 0 | 0 0 |25/13 | —25/13 | 10/13 | 50/273 | 50/273
Mw) | 0 | 0 0 | 25/13 0 10/13 | 35/78 35/78
M) | 0 | 0 0 |25/13 | —25/13 | 10/13 | 5/39 5/39

Tabla 1: Autovalores de la matriz de rigidez tangente elastopldstica, para diversos
valores del reblandecimiento H ligado en cada caso a una orientacion de la banda de
localizacidn. Ay y Ay corresponden a la formulacion con deformaciones supuestas
para los estados tensionales 1y 2; A(u) y A2(u) corresponden a la formulacion en
desplazamientos. Resultados exactos obtenidos con el programa MAPLE

tensiones o;. Si se acepta el criterio expuesto en [10], llegariamos a la conclu-

sién de que los elementos con deformaciones supuestas inicamente capturan

la orientacién de las bandas de localizacion para este valor del endurecimiento,
con un angulo § = 45°.

Lo

a los modos de flexion (BG1, BG2).

La contribucién de la parte mejorada de la matriz de rigidez afecta inicamente

3. Los tdnicos autovalores que dependen del endurecimiento son los correspon-
dientes a los modos de estiramiento (STR), y de flexion (BG1, BG2). Para
o1 disminuyen en valor absoluto a medida que el dngulo entre la normal a la
banda v el vector de polarizacién crece. Sin embargo, para o los modos de
flexién se excitan uniformemente con independencia de la orientacion.




Andlisis de la contribucién energética de los modos mejorados.- FEl obje-
tivo de los resultados de este anélisis es identificar en problemas resueltos mediante
elementos finitos con deformaciones supuestas, en que zonas de la malla y con que
intensidad se excitan los campos de deformaciones mejoradas.

Partiendo de la primera ley de la termodinamica y aplicando el teorema de

localizacion [2], se obtiene su forma local, conocida como FEcuacion Reducida de la
Energia:
Jv
ox
donde & es la energia interna, v es el campo de velocidades, R son las fuentes de
calor por unidad de volumen y Q es el flujo de calor.

£ =

+R—divQ (8)

Haciendo ahora la hipdtesis de que el problema es puramente mecanico, se
pueden despreciar los efectos térmicos, y la tasa de la densidad de energia interna
del sistema es: _

E=m: & (9)

habiendo sustituido el gradiente de velocidades por la tasa del tensor de deforma-
clones.

Para obtener la norma energética de los autovectores de la matriz de rigidez
tangente se han seguido los siguientes pasos:

1. Para cada autovector d. se calculan las correspondientes deformaciones com-
patibles y mejoradas :
e.(u) = B.d.
. = G.HJ'd.

o

Se calcula la energia interna total y la energia interna asociada al campo de
deformaciones compatibles del elemento:

el = [ (ecw)+2)7C"(eufu) + &) 402

e

llec(w)|] = /se(tu)TCese(u)dQ

siendo C°¢ la matriz constitutiva eléstica.

3. Se obtiene la contribucién a la energia interna del campo mejorado de defor-
maciones como la diferencia de los dos anteriores:

Iee]l = llee]l — llee(w)]] :/Q (E7Coee(u) + e.(u)TC, + E]C72.) dQ (10)

e

La figura 3 es un diagrama polar para los modos de flexion obtenidos con o.
La coordenada angular representa el dngulo # que forma la normal con el lado
1 del elemento. La coordenada radial representa las contribuciones unitarias de
las deformaciones compatibles v mejoradas a la energla interna total. No se han
considerado otros autovectores, por la razén antes comentada de que la unica con-
tribucién de los modos mejorados se produce en los modos de flexién. Obseérvese,
que para valores de § = 0°, § = 90°, la contribucién energética del campo mejorado
es del 100% Esto es debido a que el término We,, tiende a infinito mientras que
Weomp tiene un valor acotado.
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W. Weah + Weomp) —
I/Vcor:;? J/Venﬁ + I/Vcomi = w

270

Figura 3: Contribucion energética unitaria de los campos de deformaciones com-
patible y mejorado

EJEMPLO DE APLICACION

Se considera el problema de formacién de una banda de cortante originado por una
distribucién periédica de inhomogeneidades. Para representar la falta de homoge-
neidad, se eliminan dos elementos de la diagonal de acuerdo con la figura 4. Las ca-
racteristicas mecdnicas del material son: £ =210, v = 0.3, oy = 210°, H = 0.
El anélisis se realiza con movimientos impuestos en la direccion de la diagonal.
Para estudiar la contribucién energética de los modos de mejorados de deforma-
cidén en cada elemento, esta se evalua con:

We = /Q o Ed0 (11)

Se ha estudiado la evolucién de la contribuciéon de los modos mejorados a
la energia interna de los elementos indicados en la figura 4: el elemento 1 es
el elemento situado en la esquina, el elemento 45 es el situado en la banda de
localizacién y el elemento 44 es adyacente al 45.

Para ello, una vez realizado el anélisis se han extraido las historias de despla-
zamientos nodales de cada elemento y se han expresado en cada instante como
combinacién lineal de los modos basicos obtenidos anteriormente con el analisis
espectral (figura 2).

En la figura 5 se muestra la historia de la participacién porcentual de los dos
modos de flexién (BG1, BG2) en cada uno de los tres elementos considerados.
A partir de un cierto instante se produce una banda en la cual se localizan las
deformaciones, en la diagonal que une los elementos eliminados. A partir de dicho
instante comienza a aumentar la participacién de los modos de flexion en los ele-
mentos 44 y 45, fenémeno que se justifica en [10]. El elemento 1 practicamente no
tiene flexion.



Distribucion pericdica de inhomogeneidades
dsf = @.38BE+@1
time= B8.19BE-81

1

44

45

Figura 4: Deformada de la malla y situacion de los elementos considerados en el

estudio (1, 44, 45).

En el elemento 44 el movimiento de localizacién es predominantemente de
flexién, mientras que en el elemento 45 lo es el de rotacion de solido rigido. Este
hecho queda reflejado en la figura 6 en la cual se recoge la historia de la contribucion
energética del campo de deformaciones mejoradas. En el elemento adyacente a la
banda (44) dicha contribucién es mayor por serlo la participacién de los modos de
flexion. '

Finalmente en la figura 7 se muestran los contornos de deformacion plastica
efectiva y de energia de los modos mejorados de deformacion.

CONCLUSIONES

En este articulo se ha analizado la contribucion energética que tienen los modos
incompatibles de la formulacién mixta descrita en [7] en problemas de localizacion
de deformaciones. La metodologia empleada se ha basado en el problema de ma-
teméatica simbolica MAPLE [4, 5], para el cdlculo anélitico exacto de la matriz de
rigidez tangente v de sus autovalores.

Del andlisis espectral realizado se concluye que los modos incompatibles con-
tribuyen unicamente a los movimientos de flexién, siendo nulos los autovalores
correspondientes sélo en el caso de plasticidad perfecta. Asimismo, se ha compro-
bado que en elementos con forma de paralelogramo, los resultados obtenidos para
los elementos Q4/FE4, Q4/E5 [1, 7] son idénticos.

Posteriormente se ha evaluado la energia interna asociada a cada autovector,
identificando la contribucién a la misma de los modos incompatibles. Finalmente
se ha resuelto por elementos finitos un ejemplo de localizacién, con objeto de
aplicar los resultados anteriormente obtenidos.

Actualmente se estd investigando la influencia de la orientacién de los elemen-
tos v la sensibilidad a la distorsién de los mismos, asi como la posible relacién
de las medidas energéticas descritas con la calidad de la solucién en problemas
elastoplasticos en general.
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Figura 5: Contribucion porcentual de los modos de flexion

ENERGIA MODOS INGOMPATIBLES
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Figura 6: Contribucion energética de los modos mejorados.
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Istribucion periodice de inhomogencidedes . Distribucion periodice de inhonogeneidad
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Figura 7: Contornos de deformacion plastica efectiva y de la contribucion ener-
gética de los modos de deformacidn mejorada.
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