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1. IETRODUCCIONE

El desarrcllo recientemente experimentado en
campos como la energfa nuclear y el transporte,
unido 2 la preocupacidn por lz seguridad ante
posibles accidentes, han espoleado en los dltimos
afos un creciente interé€s por el andlisis de
sistemas de disipacién de energfa, Por esta
denominacién nos referimos & mecanismos que s=ean
capaces de absorber la energfa cinética en un chogue
de manera irreveraible, y experimenten un cclapso
bajo modos de deformacidn predecibles, en el caso en
Que ocurra un impacto accidentsl. Ejemplos tipicos
son les mecanismos para detener el latigazo de
tuberf{as o para proteger la cafda de elementos
combustibles frigiles en centrzles nucleares,

Uo tipo particular de mecanismos que poseen
una alte capacicdad de absorcibn de energia (Johnson
et al.,, 1978) son los tubos de seccidédr circular,
individuslzente o en baterfas, sometidos a
aplastamiento axial. A s8u ver este mecanismo es
responsable, por deformacibn del propio proyectil,
de la disipacibn de energfa en impacto de aviones o
pissiles, Existen algunos estudios empiricos o
semieepiricos para analizar los modos de colapso
(Johnson et al., 1977; Ghani, 1982) pero se echa en
falta una modelizacién tebrica suficientemente
precisa de su comportamiento, Aungque existe una
considerable literatura sobre el pendeo axizl de
lfminas cilindricas, el problema que nos ocupa es
mds bien el comportamiento en el ré€gimen
posteritico, con grandes deformacibres plésticas y
caracterf{sticas fuertemente no lineales. Tal
nodelo rnecesitarfa incorporar asimismo el enflisis
diramico, grandes deformaciones y desplazamientos,
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Junto con leyea conatitutivas no lineales, todo lo
cual convierte su estudio en un diffcil reto, Las
caracter{sticas del problema expuesto suglieren la
ideneidad de :ufiocos de discretizacibdn espacial del
continuo combinados con integracién directa en el
tiempo.

Los métodos de elementos finitcs c «jferercias
Tinite:r con integracidn directa se pueden
clasificar, en primera aproxiwmacidn, bajo dos
categorfas ;: los métodos explicitos, que utilizan
los valores de velocidades Yy aceleraciones en los
instantes presente y pasados (n,n-1,n-2,...) para
obtener los ruevos desplazamientos en el instante
n+l, y los métodos implicitos, que utilizan tambien
velocidades o aceleraciones en el instante n+l1, lo
cual plantea una ecuacidn entre fuerzas y
desplazamientos en ese instante, que se resuelve
generalmente invirtiendo la matriz de rigidez. Esta
desventaja estd contrarrestada por la estabilidad
incondicional de ciertos esquepas implifcitos, lo que
permite tomar intervalos de tiempo mayores, e
ireclina la balanza de su lado decididamente para
problemas lineales en los que basta invertir una
sola vez la matriz de rigidez,

Sin embargo, a pesar de que los médtodos
expl{citos necesitan intervalos més pequefios por
razones de estabilidad, varias conaideraciones hacen
&s atractivo su uso en nuestro caso. Primeramente,
pare carga: (e Q1.3 - ¢: iun.crtante corsiderar los
efectos dinfémicos de alta frecuencia ligedcs £ le
rtcpagacidn de ondas de tensidn, lo que nos
obligarfia 8 togar incrementos de tiempo pequefios
independientemente de la estabilidad numérica. Por
otra parte las caracterf{sticas fuertemente no
lineales imponen tanmbién intervalos pequefios, sai
se quieren evitar ciclos iterativos. Por esto el
ensamblaje o inversién de la matriz de rigidez en
cada intervalo convierten en antiecondmicos a los
procedimientos implicitos en este caso. Finalmente,
los algoritmos explfcitos permiten con gran
facilidad la implantacidn directa de leyes
constitutivas no lineales complejas.

Cabe también la discusibn entre la utilizacién
de elementos finitos o diferencias finitas. Aunque
a este vltino nétodo le falta la versatilidad de los
elerentos finitc: €r cuanto a elementos de orden
superior o l&éminas, proporcionan un algoritmo eficaz
y sencillo (Marti, 1981) para elementos aimples como



loa trifnguloa de deformacibn constante utilizados
aqui, Por otra parte se puede probar que para este
caso ambas formulaciopnes son eguivalentes (Kunar et
al., 1981).

A ocontinuacién se expone un procedimiento
numérico por diferencias finitas para el andlisis
dindmico no lineal de continuos deformables,
utilizando un esquema de integracibn explicita en el
tiempo por diferencias centralea. Los algoritmos
propuestos han sido implementados en un programa
capaz de resolver un eamplio espectro de problemas
bidimensionales (en tensibn o deformacién plana) y
axisimétricos. En particular se aplioa sl apflisis
dindmico de tuboa circulares elastopldstiocos
sometidos & aplastamiento axial,

2. TEORIA
General

El continuo se discretiza en una malla de
celdas triangulares,. La matriz de masas es
disgonal, concentrando las masas en los nodos
situados en las esquinas de cada ocelda. La matriz de
m&esas diagonal no sclo simplifica la resolucién
desacoplando las ecuaciones del movimiento, sino que
produce una distorsibn en el espectro de frecuencias
de signo oontrario & la producida por la integracibn
explfcita, con lo que ambaas se compensan (!riog et
al, 1973)-

Cada oiclo computacional empiezra ocon la
utilizacién de los desplazamientos nodales para
calcular el tensor de deformaciones en cada celda.
Eate se introduce en las ecusciones constitutivas
del material, de donde hallamos las tensiones, las
cuales son integradaes alrededor de cada nodo y
susadas a las fuerzas de masa y exteriores para
obtener lss fuerzes nodales equivalentes. Mediante
la spegunda ley de Newton hallamos entonces las
aceleraciones, y de aqui los nuevos desplezamientos.
3¢ sigue un procedimiento Lesgrengiano amotualizado,
en el que las coordenadas nodeles son actuaslisadas
tras oada intervalo, y las deformaciones
incrementales se suponen pequefias,

Eocusoiones constitutivas

Las ecuaciones estdn formuladas
inorementalmente, en funcibén de lap velgcidades des
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variscién de tensiones y deformaciones. Estas
dltimas se ballen en ocada celda por interpoleacién
lineal a partir de las velocidades nodales :

donde eij tensor de deforaciones

u deaplazamientos nodales
[B} matriz de interpolacién

La variacién de tensiones se obtiene entonces
por aplicacién de la ley conastitutiva; esta ley
puede ser arbitraria, con tal de que se pueda
expresar de forma explicita, es decir:

SLJ = FiJ (51.0 F’ll' .Cl-r {l}) (2)

donde °1J tensor de tensiones
Py funciones arbitrarias con carfcter de
teﬂsor simétrico
{E) conjunto de propiedades del material

313 es la derivada co-rotacional de Jaumann:

T R T TR (3)

donde oy ¢s la componente hemtaimétrica del
tenscr de grldiontoa de velocidades:

“1‘1 E } (.u_llJ - ﬁj'i) (%)

Un término corrector similar al utilizado en la
ecuacidén (3) se debe utilizar para obtener las
derivadas temporales invariantes frente a 1la
rotecién, de cuslquier tensor de primer o segundo
orden ligado a los puntos materiales, cuyo valor se
debe observar en un marco fijo, Ejemplos de esto
serfian el tensor de deformaciones o un conjunto de
propiedades enisbtropas del material,

Se ha implementado una ley oconstitutiva
elastopldstica. Las relaciones constitutivas
elfaticas son:

a,“ " aé“ 611 + 2u é“ (5)
donde As ¥ oconstantes de Lamé
61J delta de Kronecker ,

El oriterio de fluencia utilizado es el de Von
Hises con endurecimiento isotrépioco., Esto se



implementa sencillamente mediante una reduccibn en
U caso de lgas tensiones desviadoras de forma que
persanezcan en la superficie de fluencia:

TEAER TLIL A TR (o1 v Gy3*1/0,, a:;
(

-

donde 8jy = t;:j.‘1 - ; Ok
Terr = (3 81y 834 1/2
Ty valor de Terr o0 la fluencia

El médulo tangente de endurecimiento pléestioco
H' se caoula de forma que el cpomportamiento del
material se ajuste a una ourva unigxigl de
tensiones-deformaciones dada, caale)

(7)
ocon H = do/de
P 2 P P,1/2
d.-rr = (3 d.ij d.ij)
Bousciones del movimiento

Las ecuaociones gque expresan el equilibrio
dinfmioo son :

GiJ'J+p(r1-ﬁl} s 0 (8)

donde P densidad mbsica
fy fuerzas de masa

Integrando en un dominio pequefio V alrededor de
cada nodo y transformando la integral de tenaiones
segln el tecrema de Gauss-Ostrogradeky,

& j;olj By d3 ¢« W £y ¢ Fy

i = e e R N ——

H (9)

donde F; fuerzas exteriores

3 ntorno de V
L

DJ normssl exterior a 8§
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Finalmente las aceleraciones de la escuaocibn (9)
nos permiten calcular las nuevas velcocidades y
desplazamientos mediante un esquema de diferenclas
centralesa: -

af*i/z o ap-1/2 , B Ay (10)
§+1 ul

u = ul o+ ad*1/2 5 (11)
Se ha incuido teambfen un amortiguamiento
viscoso de Rayleigh, descompuesto em términos

proporcioneles a la masa Yy a la rigidez,

La estabilidad del proocesoc de integracidn estd
gobernada por la condicién de Courant, lo que
implica que les ondas de tensién no deben poder
transmitirse entre distintas celdas dentro de un
ciclo, De este manera la deformecibn incremental en
cada celda estf desscoplads de las dembs, hipbtesis
que hemos hecho en nuestro elgoritmo explioito, El
tamafio del intervalo de integracibén viene dado por:

At:“h.lnlc (12}
donde a oconstante <1
hpoyp @&ltura minima de las celdas
[ celeridad de las ondas mbs rhpidas

Para el modelo elastopléstico ¢ corresponde a
la velooidad de las ondas ellisticas longitudinales,

Vp:
Vp s - (13)
p

Discretizacifn mixta

Para ciertas mallas y en particular para
trifngulos con deformacidén plana constante. las
scluciones con elementos finitos o diferencias
finitas para el flujo pléstico incompresible
producen una respuesta excesivamente rigida, debido
a un blogqueo artificial de la malle al imponer la
condicién de incompresibilidad (Negtegaal et al,.,
1974).

Para evitar este problema el ndmero de grados
de libertad por celda de la malla debe superar el
pusero de ecuazciones impuestas por la gondioibn de



imcompresibilidad. Como el aumentoc del nfmero de
grados de libertad puede resultar en una matriz de
rigidez pingular, esto se consigue normalmente en
elementos finitos mediante técnicas de integracibn
reducida, que disminuye el ndmerc de puntos de
integrecidén numérice y por lo tanto de ecuaciones
debidas a la incompresibilidad. Con um algoritmo
explicito no se presenta el problema de la inversibn
de le matriz de rigidez, pero hay que temer cuidado
en cambio de evitar los modos de deformacibn locales
que producen tensiones y energia nulas.

Se bha adoptedo la discretizacidn mixta
propuesta por Martf et al. (1982) que permite el
flujo pléstico evitando los modos de deformacibn con
tensiones nulas, Para la componente desviadora de
los tensores de tensiones y deformaciones se
utilizan las celdas triangulares, mientras que la
componente volumétrica se refiere 8 1los
cuadrildtercs formados por dos tridngulos
adyacentes. As! se reducen las condiciones debidas
2 la relacién de incompresibilidad, € =0, de una
por ceda celda triangular a una por caé? pareja de
ellas,

Con el fin de comprobar este procedimiento se
ha analizado el ejemplo de indentaciép de Prandtl.
La carga tebrica de colapso se conoce por la teoria
de las lfneas caracterf{sticas para un material
rigido-pléstico en deformacibn plana:

P = eee-=- Ty (18)

donde p es la presibn de colapso. En la Figura 1 se
muestra la malla utilizade y la curva presion-
corrimiento. Esta G6ltima se ajusta bastante bien a
la carga l{mite teérica en el caso de utilizar
discretizacidn mixta, considerando el escaso
refinamiento de la malla. Sin embtargo, con
trifingulos normales de deformacidn constante no se
obtiene ni siquiera una carga limite.

3. APLICACION : COLAPSO AXIAL DE TUBOS

El aplastazmiento de tubos de seccién circular
puede ocurrir bajoc dos modos de colapso
caracterf{sticos: el modo en "Acordedn®", gque
consiste en una serie de pliegues anulares
axisimétricos, o el modo facetedo, que no presenta
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simetria axial y comprende varios pliegues alrededor
de la circunferencia del tubo, formando un modelo
que se repite a lo largo del ejJe. Ambos modos se
pueden producir bien de forma simultfnea en toda la
longitud del tubo, o bien progresivamente por
plegamientos que ocomiencen en un extremo. El
meoceanismo conoreto de colapaso Bseguido en oada ocaso
se puede relacionar empiricemente con dos variables
principales, las rasones t/D y L/D (t espescr del
tubo, D difmetro interno, L longitud).

Uno de los mecanismos mbs eficaces en ouanto a
absarcién de energfa son los tubos que colapsan
progresivasente en "poordedn® axisimétrico (Gbani,
1982). En este ocaso la energfa se disipa
progresivamente ocon la deformacidén pldstica
preducida por oada pliegue consecutivo, alcanzando
una carga media de colapso baastante uniforme. Es de
este tipo de mecanismos de loa Que nOos OCUpARmOS @D
nuestro artfculo, para lo ocual hemos elegido una
geometria del tubo em la que las razones t/D=0.067 y
L/Ds0.67 sugiersn la probabilidad de su ocurrencia
(FPig. 2). El material wutilizado tiene un
comportamiento elastopldstico con las siguientes
propiedades:

Mbédulo de Young E =
Coef. de Poisson Vv = 0.3
Tensibén de fluencia Ty

Se presentan los resultados de dos ejemplos, en
el primeroc se utiliza un material elastopléstioco
perfecto Yy en el segundo un material
elastopldéstico rigidizable con endurecimiento
isotrépico, siguiendo una ley de tensiones-
deformaciones bilineal (Fig.3.). Los giros en los
extremos del tubo estén impedidos y no se han
introducido imperfecciones en la geometria. En ambos
casos se produce un solo pliegue debido al pequefio
valor de L/D en el modelo. Sin embargo puede
proporcionar una estimacién adecuada pars ol
mecaniamo de occlapso progresivo, ya que la
deformecidpn ulterior en un tubo mds largo
consistirf{a en la repeticién del mismo Becanismo
pera cada pliegue,

La Figure & muestra la mallas original y
deformada en varios 4instantes para el ocaso
perfectemente pléstioco. En el otro ceso el modo de
deformacidén es similar. Las ourvas de fuerza-
desplazamiento obtenidas se presentan en las Figuras
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Los resultados numéricos se pueden comparar con
la teorfa simplificada propuesta por Alexander
(1960), que resulta en una expresién para la carga
media de colapso, con un material rfgido-
perfectamente pléstico:

P 9 5 -la pt)1/2 15)
=Ty 2nt (2{? bt} (15
La ecuascidn (16) arroja un valor de

Fs3.72x10°N, que compara baatante bien con el
resultado F=4.3x10°N obtenido para la carge media en
la zona estable postorftioca del andliais
perfectamente pléstico.

La teoria de Alexander no incluye el
endurecimiento pléstico, as{ que pars este caso
conaideraremos una extensidn a la teorfa de
Alexander propuesta por Ghani (1982):

_ nt2 xD
P = T; { === (== + 1) ¢+ wht } +
2 2h

*Ht 37ept? 2 yp2
¢ me- { ----- - g == ) ---} (16)
6 32n2 b Det

w
donde h = (--- Dpt)'/2

H modulo elastopléstico (Fig.3)

_ La cuacidn (16) earroja unm valor de
P11.34x10°N, mostrando una coincidencia notable con
los resultados numéricos Qque presentan una carga
media de colapso en la regidn poatcocrfitioca de
11.5x10°N,
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Figura 4 Malla original y deformada en varios
instantes para el tubo elastopléstico
perfecto :
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